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CONFORMAL MAPPING OF A HALF-PLANE ONTO A CIRCULAR POLYGON
I.A. Kolesnikov
In this paper we obtain an integro-differential equation for mapping of half-plane onto a circular poly-
gon. Using this equation and the Schwarz differential equation, we get a representation for the acces-
sory parameters Mk .
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ИЗОТЕРМИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ НА НЕГЛАДКИХ СКЛЕЙКАХ
ДВУМЕРНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ
А.Н. Кондрашов1
1 alexander.kondrashov@volsu.ru; Волгоградский государственный университет
Исследуется вопрос о существовании и единственности изотермических координат
на склеенных поверхностях в Rm . Такие поверхности являются специальным случаем
негладких поверхностей; для них установлен аналог известной теоремы В.М. Миклю-
кова (2004).
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Вопрос о существовании изотермических координат на гладких поверхностях
хорошо изучен, а возможность их введения оказывается чрезвычайно полезной
во многих вопросах. В то же время вопрос о введении изотермических координат
на негладких поверхностях оказывается весьма тонким. В основном конформные
отображения негладких поверхностей изучались лишь в специальных случаях [3]–
[7].
Новейшие исследования казалось бы классической задачи о существовании изо-
термических координат на двумерных поверхностей в Rm, только на современном
этапе негладких или имеющих разного рода патологию в строении, была иници-
ирована в [1, 2]. Интерес к изотермическим координатам на негладких поверхно-
стях вполне объективен ввиду перспектив практического применения в вычисли-
тельных задачах, поскольку именно в таких координатах во многих случаях удобно
производить построение расчётных сеток. C другой стороны, как отмечалось в пре-
дисловии к монографии [2]: ”Это просто удивительно, что при наличии наикраси-
вейшей и богатейшей теории конформных отображений плоских областей соответ-
ствующая теория конформных отображений поверхностей вплоть до настоящего
времени так и не представлена связным изложением.” Наше исследование направ-
лено на развитие такой теории.
Пусть D ⊂ R2 – область и X – двумерная поверхность в Rm, (m ≥ 3), заданная
посредством непрерывной вектор-функции
y = f (x)= ( f1(x1, x2), . . . , fm(x1, x2)) : D →Rm , (1)
реализующей гомеоморфноеотображениеобластиD намножество f (D) сметрикой
(и, тем самым, топологией!), индуцированной из Rm.
Далее всегда предполагаем, что отображение f имеет полный дифференциал d f
п.в. в D, причём п.в. в D выполнено
rank(d f )= 2. (2)
Символами fx1(x), fx2(x) будем обозначать частные производные вектор-функ-
ции f :
fx1(x)= ( f1x1(x), . . . , fmx1(x)), fx2(x)= ( f1x2(x), . . . , fmx2(x)).
Пользуясь стандартными обозначениями E = | fx1 |2, F = 〈 fx1 , fx2〉, G = | fx2 |2, опре-
деляем в D метрику (первую квадратичную форму)
d s2 = E d x21+2F d x1d x2+Gd x22
с измеримыми коэффициентами E ,F,G.
Определение 1. Пусть X – поверхность, заданная над областью D ⊂ R2 посред-
ством вектор-функции (1), подчиненной условию (2). Переменные x1, x2 называются
изотермическими координатами на поверхностиX , если
E(x)=G(x), F (x)= 0
п.в. в D.
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В случае, когда x1, x2 –изотермические координатынаповерхностиX , мыимеем
d s2 =λ2(x)(d x21+d x22), где λ2(x)= E(x)=G(x).
Нам потребуется также понятие W 1,2-мажорируемой функции.
Определение 2. Пусть D ⊂ R2 – область. Будем говорить, что функция P : D → R
является W 1,2 -мажорируемой в D, если найдется функция K ∈W 1,2(D) такая, что
P (x)≤K (x) для п.в. x ∈D.
Определение 3. Пусть D ⊂ R2 – область. В случае когда функция P : D → R явля-
ется W 1,2 -мажорируемой во всякой подобласти D ′bD будем говорить, что функция
P является W 1,2loc -мажорируемой в D.
W 1,2 -мажорируемость (см. [1, замечание §6]) означает, что равенство
lim
ξ→x
P (ξ)=+∞
может выполняться на очень редкоммножестве. Можно утверждать, например, что
при любом α> 0 его α-ёмкость равна нулю.
Всюду далее будем использовать обозначения: O = (0,0), Ξ= (1,0) ∈ R2, B(O,R) –
открытый круг радиуса R > 0 в R2 с центром в начале координат O.
В [1] была установлена теорема о существовании и единственности изотермиче-
ских координат на односвязной негладкой поверхности.
Теорема 1 (В.М. Миклюков). Пусть X – двумерная поверхность, заданная
вектор-функцией (1) над односвязной ограниченной областью D ⊂ R2 и удовлетворя-
ющая условию (2). Предположим, что функция P , определяемая соотношением
P (x)= E(x)+G(x)√
E(x)G(x)−F 2(x)
,
является W 1,2loc -мажорируемой в области D.
Тогда существует гомеоморфизм x = Φ(ξ) : B(O,R) → D, где R > 1, Φ(ξ) ∈
W 1,2loc (B(O,R)), вводящий наX изотермические координаты ξ1,ξ2.
Гомеоморфизм x =Φ(ξ) определяется единственным образом заданием парыточек
a,b ∈D таких, что a =Φ(O), b =Φ(Ξ).
Установлены аналоги теоремы Миклюкова для поверхностей, склеенных из
нескольких кусков.
В дальнейшем поверхностиX = (D, f ), заданные над односвязной областью D ⊂
R2, у которых отображение f : D → f (D) взаимно однозначно, дифференцируемо
п.в. и выполняется условие (2), будем называть элементарными.
Мы будем предполагать, что односвязная поверхностьX ⊂Rm представляет со-
бой склейку элементарных односвязных поверхностей Xi = (Gi , fi ), заданных го-
меоморфизмами fi : Gi → fi (Gi ) ⊂ Rm. Если {Xi }ni=1 набор элементарных односвяз-
ных поверхностей занумерованный в порядке склейки, то результат их склейки
обозначимX1...n.
Будем обозначать Γi j ⊂ ∂Gi – множество точек по которымGi склеивается сG j и
Γi ⊂ ∂Gi – множество всех точек участвующих в склейке.
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Для учёта поведения поверхностиX1...n вблизимест склеек намнеобходимо дать
несколько определений.
Определение 4. Пусть D ⊂ R2 – область и C ⊂ ∂D – множество составленное
из набора непересекающихся открытых дуг. Пусть F ⊂D подмножество. Будем гово-
рить, что F компактно примыкает к C , если F
⋂
∂D bC . Здесь F замыкание F в R2,
а отношение ”b” берется в смысле топологии C .
Факт компактного примыкания будем записывать в виде ”F bC |D”.
Определение 5. Пусть D – область в R2, граница которой ∂D содержит множе-
ство Γ, представляющее собой некоторую совокупность непересекающихся открытых
дуг. Будем говорить, что функция P : D → R является W 1,2loc,Γ-мажорируемой, если
для всякой подобласти D ′ ⊂ D предкомпактной в R2 и такой, что или D ′ b D, или
D ′b Γ|D, найдется функция K ∈W 1,2(D ′) такая, что
P (x)≤K (x) для п.в. x ∈D.
Определение 6.ПустьD ⊂R2 – односвязная область, граница ∂D которой содержит
дугу γ являющуюся частью некоторой квазипрямой Γ. Если D целиком лежит в одной
из компонент связности R2 \Γ, то будем называть γ, Γ внешне расположенными по
отношению к D.
Теорема 2. Пусть определена склейкаX1...n, гдеXi = (Gi , fi ), для которой Γi ,Γi j ⊂
∂Gi – соответствующие множества склейки, а ϕi j : Γi j → Γ j i – склеивающие гранич-
ные гомеоморфизмы.
Предположим, что: 1) все компоненты связности Γi являются дугами квазипрямых
внешне расположенных по отношению кGi ; 2) имеется набор квазиконформных гомео-
морфизмов ϕi :R2 →R2, склеивающих области {Gi }ni=1; 3) каждая функция
Pi (x
(i ))= Ei (x
(i ))+Gi (x(i ))√
Ei (x(i ))Gi (x(i ))−F 2i (x(i ))
W 1,2loc,Γi
-мажорируема в Gi .
Тогда на поверхностиX1...n существуют изотермические координаты ξ= (ξ1,ξ2) ∈
B(O,R),R > 1, определяемые единственным образом выбором соответствия: a ←→O,
b ←→Ξ. Здесь a ∈Gi0
⋃
Γi0, b ∈G j0
⋃
Γ j0 – некоторые фиксированныеточки, при этом,
либо i0 = j0 и a ̸= b, либо i0 ̸= j0 и b ̸=ϕi0 j0(a).
Определение 7. Пусть определена склейка X1...n, где Xi = (Gi , fi ), (i = 1, . . . ,n).
Пусть Γi , Γi j ⊂ ∂Gi , ϕi j : Γi j → Γ j i – соответствующие множества склейки и скле-
ивающие граничные гомеоморфизмы. Предположим, что для Γi , Γi j , ϕi j определена
склейка областей {Gi }ni=1, осуществляемая набором квазиконформных гомеоморфиз-
мов hi :R2 →R2 таких, что отображения ϕ̂i j : hi (Γi j )→ h j (Γ j i ) делающие диаграмму
Γi j
ϕi j−−−−→ Γ j i
hi
y h jy
hi (Γi j )
ϕ̂i j−−−−→ h j (Γ j i )
коммутативной, являются квазиизометриями. Такую склейку областей будем назы-
вать специальной квазиконформной склейкой.
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Теорема 3. ПустьX1...n – склейка поверхностейXi = (Gi , fi ), (i = 1, . . . ,n), причём
всякая область из набора {Gi }ni=1 является квазидиском. Пусть Γi , Γi j ⊂ ∂Gi – соот-
ветствующие множества склейки, а ϕi j : Γi j → Γ j i – соответствующие склеивающие
граничные гомеоморфизмы. Предположим, что каждая функция
Pi (x
(i ))= Ei (x
(i ))+Gi (x(i ))√
Ei (x(i ))Gi (x(i ))−F 2i (x(i ))
W 1,2loc,Γi
-мажорируема в Gi .
Если для Γi , Γi j , ϕi j определена специальная квазиконформная склейка областей
{Gi }ni=1, то на поверхности X1...n существуют изотермические координаты ξ =
(ξ1,ξ2) ∈B(O,R), R > 1, определяемые единственным образом выбором соответствия:
a ←→O, b ←→Ξ. Здесь a ∈Gi0
⋃
Γi0, b ∈G j0
⋃
Γ j0 – некоторые фиксированные точки,
при этом, либо i0 = j0 и a ̸= b, либо i0 ̸= j0 и b ̸=ϕi0 j0(a).
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ISOTHERMIC COORDINATES ON IRREGULAR SEWING SURFACES
A.N. Kondrashov
We investigate existence and uniqueness of isothermic coordinates on sewing surfaces in Rm . The such
surfaces form is special case of irregular surfaces. We obtaine an analog of the famous theorem of
V.M. Miklukov (2004) for such surfaces.
Keywords: isothermic coordinates, sewing surfaces, sewing functions.
